Chaos and It\u27s Behavior due to Wave-Wave Interactiohs in a Modulated Ion Beam-Plasma System by 荒木 考二 et al.
長崎大学工学部研究報告　第18巻　第31号　昭和63年8月 114
変調イオンビーム・プラズマ系における
波動間相互作用に伴うカオスとその挙動
荒木　考二＊・深瀬　真二＊・藤山　寛
南部　充宏＊・本庄　春雄＊＊＊
Chaos　and　It’s　Behavior　due　to　Wave－Wave　Interactiohs
　　　　　in　a　Modulated　Ion　Beam－Plasma　System
　　　　　　　　　　　　　　　by
Kouji　ARAKI＊，　Shinji　FUKASE＊，　Hiroshi　FUJIYAMA＊＊
　　　　Mitsuhiro　NAMBU＊＊＊，　Haruo　HONJO＊＊＊
　　It　was　shown　that　the　nonlinear　dynamics　of　the　wave－wave　interactions　in　a　modulated　ion　beam－
plasma　system．　When　the　plasma　maser　and　induced　scattering　effects　were　taken　into　account，　the　wave
dynamics　showed　the　chaotic　behavior．
1．はじめに
　最近，様々な分野で非線形問題の研究が盛んである
が，その中でもカオス現象の研究の進展が著しい．こ
の要因の一つとして，コンピュータの発達に伴い，計
算精度および速度が向上したことが挙げられる．カオ
スとは，比較的少数自由度の乱れた振舞いを指すこと
が多いが，乱流形成の一過程と考えられている．
　プラズマ中のカオス現象としてBoswel11）とCheung
ら2）の研究がある．しかし，プラズマ中の波動のカオ
スについては，実験的にも理論的にも詳しく調べられ
ていないのが現状である．
　筆者らは，プラズマメーザー効果3）を実験的に検証
することを目的とし，さらにプラズマ中で発生すると
考えられる波動のカオスについて研究を行っている．
この研究の一環として，低周波波動と高周波波動のエ
ネルギーの授受を観測するために，変調イオンビーム
入射法を用いた低周波励起実験を進行させている．ま
た，これと並行してコンピュータ・シュミレーション
により，プラズマメーザー効果とカオス現象との関連
を調べている4）5）．文献5）において，同様の研究が
報告されているが，散逸系のモデルに対してInduced
scattering6）の効果が考慮されておらず，カオス状態
におしけるattractorの構造も不明であった．そこで今
回これらの効果を考慮にいれて解析を行った．その結
果，外部パラメータを適切に選ぶことにより，解のダ
イナミックはカオス的振舞いを示した．このカオス現
象の解析としてattractorの固有の量である次元7），
解の不規則な度合を示すパワースペクトル3），軌道の
不安定性を表す最大Lyapunov指数9）およびカオスへの
分岐の過程を示すFeigenbaum定数10）を求めた．本稿
では，これらの詳細な結果を報告する．
2．プラズマメーザー効果
　プラズマメーザー効果とは，低周波波動に共鳴する
電子から生じる非線形散逸力3），またはドップラー効
果11）により高周波が増幅するup　coversion現象であ
る．この効果は実験的に検証されていないので，数値
計算との関連で，実験方法について簡単に触れること
にする．まず実験的検証を行うにあたり，競合する他
の非線形過程が起こらない状態のプラズマを作り，低
周波波動を励起する必要がある．電子のエネルギー分
布に反転分布（ビーム成分）が存在すると，Induced
scatteringなどによりエネルギーの上方変位が可能と
なる．そのため，通常用いられるグリッド励起あるい
昭和63年　月　日受理
　＊電気工学専攻（Graduate　Student，　Electrical　Engineering）
＊＊ d気情報工学科（Department　of　Electrical　Engineering　and　Computer　Science）
＊＊＊ 繽B大学教養部（College　of　General　Education，　Kyusyu　University）
115 変調イオンビーム・プラズマ系における波動問相互作用に伴うカオスとその挙動
は電子ビーム励起の方法ではプラズマメーザー効果は
独立して起こり得ず，結果の解釈が難しくな．る，そこ
で我々は，イオンビーみをプラズマ中に入射すること
により，低周波波動を励起することにした．また，カ
オス現象を研究するために，ビームにより低周波波動
の線形成長率を時間的に変化させることを考えた．こ
れはビームに密度変調を加えることにより実現可能で
ある．以前はパルスイオンビームを用いたが，カオス
現象の観測には多数のデータが必要になると考えられ
るため，定常イオンビームを採用した．そして低周波
波動としては，磁化プラズマ中ではイオンサイクロト
ロン波，非磁化プラズマ中ではイオン音波を考えてい
る．本論文の数値計算においては，非磁化プラズマ中
を考え，低周波波動としてイオン音波を，高周波波動
としてLangmuir波（電子プラズマ波）を取り扱う．但
し，イオン音波は冷たいイオンビームにより励起され
ているとし，イオン音波とLangmuir波はコヒーレント
で同一方向に伝搬すると仮定する．また，自然放出の
割合とイオン音波の成長に伴うLangmulr波の減衰効果
（γDP効果12））は無視している．
2．1　モデル方程式
　波動の減衰率，成長率の関係よりモデル方程式を求
めると，次のようになる．
　　壽一αX一βXY一・X・　，（1）
蓄一γXY一δY　　，（2）、
　　k一与艦）2ω2　　・1（3）
　　　El、（K，Ω）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　（4）Y＝
　　　　4πNT。
　XおよびYはイオン音波およびLangmuir波の規格化
されたエネルギー密度を表している．このモデル方程
式は，生態系で有名なLotka－Volterra方程式である．
但し，α，β，γ，δ，
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　　εはそれぞれイオン音波の線形成長率，
非線形減衰率，非線形飽和とinduced　scatteringによ
る減衰率を表し，γとδはLangmuir波の非線形成長率
と線形減衰率を表している．
また，定常点（Xo，　Y：o）とその近傍における固有値
λを下記に示す．
　　Xo＝δ／γ　　　　　　　　　　　　　　　，　　　（10）
　　Yo＝（αγ一δε）／βγ　　　　　　　　　　　　，　　　（11）
　　λ＝・一σ±iω，（σ＞0，ω＞0）’　　　　　　，　　　（12）
　　σ＝εXo／2＝εδ／2γ　　　　　　　　　　，　　　（13）
　　ω＝（ω02一σ2）1／2　　‘　　　　　　，　，　　　（14）
　　ω0＝（（αγ一εδ）δ／γ）1／2　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
　　　　；　（αγ一εδ＞O）　　　　　　　　　　　・
　ただし，ωoはσ《ωとしてσを無視したときの値
である．・計算機によるLotka－Vblterra方程式のシミュ
レーションには定常点付近の固有角周波数としてωo
を用いた．
2．2　強制型Lotka－Volterra方程式
　プラズマメーザー効果を表すモデル方程式のLotka－
Volterra方程式では一個の角周波数成分しか持たず，
これだけではカオス解を有することはできない．そこ
で，ビームの密度演変調されているという条件の下で
イオン音波の線形成長率であるαの代わりに，次式で
示されるαoを用いることにする．
　　αo＝α（1十Acos（ωrt））　　　　　　　　　　　　（16）
　今までのモデル方程式に，時間的に変動する強制振
動項が付加されたため，この拡張されたモデル方程式
（強制型Lotka－Volterra方程式）は三成分系として取
り扱われる．一般に，三成分系以上で二つの周波数を
もつ系はカオ’ス解を有することが知られている．従っ
て，，この強制型Lotka－Vblterra方程式ではカオス解を
有すると考えられる．また，この方程式は右辺に時間
の項を含むので非自律系である．これを三変数の自律
系を表す方程式に修正すると，　（1），（2）式は次の
ようになる・．
嘉・（1＋A・・sθ）X一βXY一・X・．，（17）
業γXY一δY
，
（18）
誓一ω・　　　．（・9）
以下，この方程式を用いてカオスの解析を行った．
3．数値解析および考察
．計算に用いた代表的な実験室プラズマのプラズマパ
ラメータを下記に示す．但し，ガスはアルゴンとした
　　プラズマ密度　　　　　N＝2．4×108cm－3’
電子温度
デバイ波数
温度比
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　　電子プラズマ角周波数
　Lotka－Volterra方程式の係数を求めるときに必要な、
値で、イオン音波とLangmuir波の波動に関係するもの，
および実験で変更可能なターゲットプラズマとイオン
ビームとの密度比に関するパラメータを以下に示す．
　　K／k．＝0．16　　　　　　　　，
　　k／ke＝0．027　・　　．　　　　　　，
　　Nb／N＝0．025　　　　　　　　・
ここで，Langmuir波およびイオン音波の波数をK，　k，
ビームの密度をNbとする．
又，イオン音波とLangmuir波の三期値X（0），　Y（9）ぱ下
記に示す値とした．
　　X（0）＝0．1　　　　　　　　　，
　　Y（0）＝0．1　　　　　　　．、　。
　次に，Lotka－Vblterra方程式の係数について述べる．
上述のパラメータを2．1節で述べた式（5）～（9）に
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代入して計算すると
　　α＝5．09×104
　　β＝2。20×105
　　γ＝4．60×104
　　δ＝4．68×103
　　ε＝2．19×104
以下の値が得られた．
　　　　　　，
　　　　　　，
　　　　　　，
　　　　　　，
　　　　　　・
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　また，定常点及び定常点付近の固有角周波数は以下
の通りである．’
　　Xo＝0．102　　　　　　　　　　　，
　　Yo＝0．221　　　　　　　　　　　，
　　ωo＝1．51×104rad／sec　　　　　．
これらの値を用いて，パー・ソナルコンピュータおよび
大型計算機を使用して解析を行った．
3．1　分岐図
3．1．1　変調の度合を変化させたとき
　図1に，変調の度合Aを変化させたときの分岐図
（Bifurcation』diagram）を示す，ここで図1（a）はイ
オン音波について，（b）はLangmuir波についての分岐
図を表しており，各々のAの値に対して100点plotし
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．Fig．1　Bifurcation　diagram，ωf＝3×104　rad／sec．
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ている．図1より」角周波数ωf＝3×104rad／secのと
き，変調の度合Aを変化させてやると二つの領域でカ
オス状態が存在することが分かる．一つはA＝0．485～
0．493の範囲に存在するもので以下S1の状態と呼び，
もう一つはAコ0．5～0．62の範囲に存在するものでS2
の状態と呼ぶ．
　ここでAの値と1しては，O≦A≦1の範囲を取り得る
が，Aの値が0．62を越える範囲ではイオン音波Xの値
が10遥より小さな値をとるようになり精度の補償が出
来なくなることと，実際にはプラズマ中では熱レベル
という状態がありその状態のエネルギー以下にはなり
得ないのでA＞0．62の範囲では計算を中止した．この
熱レベルについては，自然放出の割合を考慮にいれ，
モデル方程式を修正しなければならない，しかし，自
然放出項は熱レベル付近で．しかあまり効果を及ぼさな
いので，本稿では0≦A≦0．62の範囲のみ扱うものと
し，この効果を無視している．S1の状態では1ら2→
6→12→24→…→カオスと至る3×2n分岐であり，　S
2の状態は2→4→8→16→…→カオスと至る2×2”分
岐である．S1について2→6と分岐の過程が3×211分
岐に即していないので2→6の範囲を調べてみたが，現
在のところ3周期点はまだ発見されていない．しかし，
attractorを棲み分けている可能性があるので，初期
値を変化させてS1の状態を調べた．初期値を変化さ
せると，今まで3×21吸びカオスだったところが2周
期点となってしまうことが分かる．散逸系のカオスは
一般に初期条件に関わらず一定の状態に落ち着くとい
うことであったが，実際に．は初期条件によって相空間
を二分することにより，二つのattractorが存在する
ことが分かっている．このため実験などでは図1に示
す分岐図のパラメータAに相当する値を変化させたと
き，上昇させたときと下降させたときでは全く異なる
　（ヒステリシス的な）分岐図が得られることがある．
これはその変化の仕方によって初期条件が異なり，二
つの異なるattractorに引き込まれるからと考えられ
る．従ってこの分岐図を全体的に見ると，S2の状態
　（1周期から始まる21分岐によるカオス）に部分的に
S1の状態が存在していると考えられる．また，現在
のところS2の状態においては，別のattractorは発
見されていない．上述したように，プラズマメーザー
効果のモデル方程式から，周期倍化のカスケードによ
るカオスの発生が確認された．
3．1．2　変調の角周波数を変化させたとき
　変調の角周波数ωfを変化させたときの分岐図を図
2に示す．但し，横軸は定常点付近で線形化したとき
の固有角周波数ωoで規格化したものである．図2よ
り，ωf／ωo＝1．53の付近に窓（Window）が見える．
この部分は，周期倍化によりカオス化したものが，再
びロッキング状態になり周期点として現れたものであ
る．従って，この窓の部分も周期倍化を繰り返し再び
カオス状態へと至る．この倍化する部分を島（island）
と呼ぶ．・また，窓に至る直前には間欠性カオスが存在
することが分かっているが，この図では範囲が広すぎ
るので周期王化や間欠性カオスははっきりとは分から
ない．
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3．2　スペクトル解析
　系に固有な周波数や周期倍化の現象を詳しく調べる
ために，FFTを用いたスペクトル解析を行った．図
3．に変調の度合Aを変化させたときのパワースペクト
ルを示す．但し，縦軸はlogスケールである．図3
（a）より系の固有周波数fはf＝4．77kHzであること
が分かる．また，この固有周波数は変調の周波数と同
じ値をとり，基本波成分であることが分かる．図3の
（a）～（e）はそれぞれ図1の1，2，4，8，16
周期点のときに当たる．（f）はカオス状態のパワ
ースペクトルであるが，基本波と1／2分調波がまだ
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現れている．図4に代表的なカオス状態（A＝0．6）に
おしけるPoincar6　map（a），パワースペクトル（b）
そしてPoincar6　return　map（c），（d）を示す．
但し，図4（c），（d）はそれぞれXおよびYにつ
いてのPoincar6　return　mapである．図4（b）を見
ると，基本波と1／2分調波成分は残っているものの，
図3（f）に比べると，．周波数がかなり一様に広がっ
ていることが分かる．図4（c），（d）はかなり複雑
な構造を持っており，簡単な一次元写像で表せるもの
ではなかった．
3．3　Feigenbaum定数
　3．1．1節で述べた分岐図より，S2の状態にお
けるFeigenbaumの普遍常数であるscaling　parameter
αと．con＞ergence　rateδについて計算を行った．計
算法を図5に示す，ここでnの値は十分に大きいもの
とする．但し，αとδは2“分岐を行うところでn→。。
のときの値であり，今回計算したものはn＝iについ
て求めたαi，δiである．αはn＝2，δはn＝1で計算
　i
　…
　…
　…
　｝
　ムロ
Fig．5
a
b
　a　　　b段　　留　一　冒　一
　b　　　c
旨　2，502907875，．，
　　An＋1－An
δn　昭
　　An＋2一An＋1
　　　　　　　　に
　　　　　　｝…「δ・盃三昌・・
　　　　　　、1．、・1。＋2　…669・・16…
Schematic　of　universal　metric　scaling　of
pitchfork　bifurcation，　determined　byαand
δ（Ref．10）．
すると下記に示す値となった．
　　α2＝2．61　　　　，
　　δ1＝4．66　　　　・
　Feigenbaumが求めた普遍定数α及びδの値は次の通
りである．
　　α＝2．502907875…　　　　　　，
　　δ＝4．6692016・…
これらの値を比較すると，δはほとんど一致するもの
のαについては少し差がある．しかし，Feigenbaum定
数は極限値（n→∞）であるのでほぼ一致していると
考えられるが，もう少し大きなnの値で計算する必要
があるようだ．
　次にconvergence　rateδを．用いて変調の度合Aの
カオスになるときの臨界値A。の計算を行った．計算
方法は以下の通りである．
　　A。＋1＝A，十（A，、一Ac）／（∫　　　　　　　　　　　（20）
この式をA。について解くとジ次式のようになる．
　　A，＝（δA、＋1－A、皇）／（δ一1）　　　，　　　　　　　（21）
　「Ac＝0．5772。・・　　　　　　　　　　　　　　　．
これより計算で求めたA。のところを図1に示す分岐
図と比べるとほぼ同じ値でカオスが発生していること
がわかる．これは分岐図より計算したδiの値がδの
値に非常に近かったことが原因の一つと考えられる．
3．4　相関次元
　次元にはフラクタル次元，情報次元，Lyapunov次元
などがあるが，実際に実験などで得られたデータから
計算することを考えると，比較的データ数が少なくて
済み，かつ計算時間が比較的短い相関次元を計算する
のが適当であると考えられる．計算結果を図6に示す，
　3
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§
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叢
宝1
崔
8
　0　12345678910　　　　　　　DIME糾SION　OF　PHASE　SPACE　　mFig．6　Correlation　exponent　as　a　function　of　the
　　　embed（五ng　dimension　m，　A＝0．59　andωf＝
　　　3×104rad／sec．
熱雑音などのように多自由度のものは，相空間の次元
mに比例して’相関指数γmは増加するが，この図を見
ると約2．3に漸近している．従っ・て，A＝0．59のとき
strange　attractorの次元は2．3次元と考えられる．
また，小数次元を含むことからフラクタル構造を持つ
ことが予想される．そこで，この構造を明らかにする
ために図4（a）を拡大したものが図7である．（b）図
は（a）図の長方形の部分を拡大したものである．これ
らの図は2万点plotしたものであるが，それぞれ5本
の帯から形成されていることが分かる．plotした点の
数が少ないので，（b）図の詳しい拡大図は得られなか
た．しかし，この図からstrange　attractorのフラ
クタル性がよく分かる．
3．5　Lyapunov指数
　図8に変調の度合を変化させたときの最大Lyapunov
指数λ1の変化を示す．今回計算した最大ILyapunov指
数とは，隣i接した軌道の離れ方について，その伸びる
方向の最大伸び率の長時聞平均を表していて，長時間
にわたって軌道間の距離dが次のように変化してゆく
ものである．
　　d（t）＝d（0）exp（λ1t）　　　　　　　　　　　　　　　（22）
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このことからカオスの定義に，λ1が正であることが
よく用いられる．図8から，3．1．1節で示した分
岐図と同じ領域でλ1が正となり，カオス状態が存在
することが明らかになった．また，λ1；0のときには
トーラス運動を行うことが分かっている．しかし，こ
の図からトーラス状態は変調の度合に対して点でしか
存在しないことが分かる．
4．おわりに
　本研究では，プラズマメーザー効果による波動相互
間のエネルギーの授受をモデル方程式（強制型Lotka－
Volterra方程式）を用いて，コンピュータ・シミュレ
ーションを行い，外部パラメータを変化させたときの
解の変化について調べた．この結果，Poincare　mapを
作成することにより，解のダイナミクスはカオス的振
舞いを行うことが判明した．また，周期倍化の現象が
Feigenbaumのシナリオに従っていること，不規則な度
合を示す周波数スペクトルがほぼ一様に広がっている
こと，attractorの次元が小数部を含む非整数次元で
ありフラクタル構造を持つこと，さらには，軌道の不
安定性を示す最大Lyapullov指数が正となることから，
この不規則現象がカオスであることが確認された．
　本稿では，非磁化プラズマ中での計算を行ったが，
磁化プラズマ中でも同様にカオス現象が発生すると考
えられるので，今後は磁化プラズマ中で計算を行う予
定である．
　終わりに，実際に研究に携わり御助言いただいた本
学卒業生の服部修氏〔現関西電力㈱］，岡村寿夫氏［現
井関農機㈱1そして宮本美砂女史［現二三菱電機コント
ロールソフトウェア㈱］に感謝の意を表する．
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